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Предложена математическая модель, описывающая поведение горного массива при воздействии на 
него массовых сил. Найдены условия на параметры задачи при которых возможны геотектонические 
нарушения. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
В любой из геотектонических гипотез должны быть четко определены силы, 

участвующие в перемещениях или преобразованиях масс в земной коре, и источник  
энергии, поддерживающий эти силы в течении определенного периода времени [9]. 
Модели горного массива, рассматриваемые при прогнозировании газодинамических 
явлений, основаны на детерминистическом причинном описании. Однако такое 
описание не всегда является адекватным. Главная причина этого состоит в том, что 
в макроскопических системах существование многих степеней свободы часто 
приводит к возникновению флуктуаций. После возникновения макроскопической 
флуктуации система ведет себя в соответствии с определенными 
феноменологическими законами. Флуктуации, хотя и являются измеримыми 
величинами, должны оставаться малыми по сравнению с макроскопическими 
величинами. Малые флуктуации при наличии критической точки усиливаются, 
достигают макроскопического уровня и переводят систему в новое состояние, т.е. 
приводят к возникновению новой фазы в системе [10]. 

В работах [1-3] для описания качественного поведения амплитуды 
вертикального смещения локальной области земной поверхности использовалась 
модель колебания упругой тонкой пластины под действием внешних массовых сил. 
Учитывая относительную локальность области, в которой рассматривается модель, 
можно пренебречь вращением Земли. В качестве внешних сил eV  рассматривается 
воздействие на земную поверхность комплекса экзогенных процессов и эрозионных 
волн [2], влияние долговременных тенденций изменения атмосферного давления, 
результаты гравитационного взаимодействия Земли с другими космическими 
телами (например, Солнцем, Луной) и т.п. В качестве внутренних сил iV  
учитывается влияние вертикальных тектонических движений, возникающих как 
вследствие  движения тектонических плит, так и в результате процессов физико-
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химической дифференциации вещества в недрах Земли. Получено модельное 
уравнение, которое учитывает зависимость амплитуды вертикального смещения, а, 
следовательно напряжений на земной поверхности, от взаимодействия внешнего и 
внутреннего суммарных потенциалов [1-3]. В работе [1] была рассмотрена модель 
упругих деформаций земной коры, которая при условии сохранения объёма в 
нутационной системе координат (нутационная система координат – система отчёта, 
определенным образом связанная с инерциальной системой отчёта) для амплитуды 
вертикального смещения принимает следующий вид: 

2

2

h fh
t h

µ
ρ

∂ ∂
= ∆ +

∂ ∂
,                                                        (1) 

где ( , , )h h t x y=  – вертикальное смещение, зависящее от времени t и 

декартовых координат x, y; ( ) : e if f h V V= = +  – сумма внешнего ( eV ) и 

внутреннего ( iV ) потенциалов, действующих на горный массив; µ - параметр Ламе 

(Па); ρ - плотность (кг/м3); 2 2 2 2x y∆ = ∂ ∂ + ∂ ∂  - оператор  Лапласа.  

Основной целью данной работы является определение значений некоторого 
положительного параметра β , который определяет динамику взаимодействия 
внешних и внутренних сил в безразмерной математической модели (12), при 
которых в системе возможно нарушение энергетического баланса. Для этого 
необходимо выполнить: 

4. переход к безразмерной форме в модели (1); 
5. построение энергетической диаграммы для задачи (12)-(13); 
6. анализ энергетической  диаграммы. 
 

2.ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Сделаем нормировку в уравнении (1) [6,7]. Пусть 

0 0 0

, , , , , ,x y
x y

t x y h ft x y h f l l l
t l l h f

= = = = = = =                             (2) 

где 0t - характерное время релаксации горного массива (с), l -характерный размер 
горного массива (м), 0h - характерная амплитуда инверсионного подъема (м), 0f -
характерное значение среднего суммарного потенциала определяющее геодинамику 
массива (м2/c2). Подставляя (2) в (1), мы получаем 

2 22
0 0 0

2 2 2
0

t t fh fh
t l h h

µ
ρ

∂ ∂
= ∆ +

∂ ∂
.                                                 (3) 
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Теперь рассмотрим детально поведение суммарного потенциала f . В работе 
[11]  (формула (1.17), стр. 22)  была найдена теоретическая высота ξ  наблюдаемого 
прилива для эквипотенциальной поверхности (геоид), которая зависит от 
отношения между лунно-солнечным потенциалом 2W  и ускорением силы тяжести 
g  в некоторой точке поверхности, т.е. 

2W
g

ξ = .                                                                  (4) 

В нашем случае hξ =  и 2eV W= . Таким образом, из (4) для нашей ситуации 
мы находим что 

eVh
g

= .                                                                        (5) 

Проводя нормировку (5), с помощью (2) и 
0

e
e

e

VV
V

= , где eV0 - значение среднего 

внешнего потенциала, получаем: 
0

0

e
e

Vh V
h g

= .                                                                  (6) 

Принимая во внимание тот факт, что ускорение вариации силы тяжести g  в 
большей мере зависит от изменений внешнего потенциала, нежели от других 
факторов, т.е. g  является функций от eV , предположим следующую связь между 
ними: 

0 ( 0),eg g V α α= >                                                          (7) 

где 0g - среднее значение ускорения силы тяжести, а α – безразмерный 
положительный параметр характеризующий качественное поведение ускорения 
силы тяжести в горном массиве. Таким образом, наше предположение (7) говорит о 
том, что с увеличением воздействия внешнего потенциала ускорения силы тяжести 
также растет, а скорость роста зависит от значения параметра 0α > , который, 
вообще говоря, может зависеть от многих факторов. Далее, из соотношения (6) и 
предположения (7) находим качественную зависимость h  от eV : 

10

0 0

,e
e

Vh V
h g

α−=  

откуда выводим, что 
1

11
0 0 1

0

.e
e

h gV h
V

α
α

−
−

 
=  
 

                                                     (8) 

Из соотношения (8) следует, что параметр α  должен быть меньше 1, т.е. 
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0 1α< < . В случае 1α ≥  с увеличением eV  вертикальное смещение не возрастало 
бы (отсутствовало бы возрастание вертикального смещения), что противоречит 
эмпирическим данным по измерению вариации силы тяжести [11].  

Далее, предположим, что поведение соответствующего внутреннего 
потенциала iV  пропорционально изменению ускорения силы тяжести: 

i SV a g= - ,                                                              (9) 

т.е. рост силы тяжести вызывает возрастание внутреннего потенциала, где Sa - 
значение среднего расстояния от центра геоида до наблюдаемой поверхности 
горного массива (м). Отметим, что предположение (9) означает, что горный массив 

ведет себя подобно тонкой пленке. Учитывая соотношение (7) и 
0

i
i

i

VV
V

=  где iV0 - 

значение среднего внутреннего потенциала, мы находим из (9), что 

1
0 0 0 0 1

0 0 0 0

.S S S
i e

i i i e

a a g a g h gV g V h
V V V V

α
αα

α α
−

−
 

= − = −  
 

= -                          (10) 

Таким образом, в силу наших предположений (7) и (9), принимая во внимание 
(8), (10) и полагая 0 0 0e if V V= = , уравнение (3) приводится к нелинейному 
уравнению колебаний пластины вида: 

1
2 22 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 01 1

2 2 2
0 0 0 0

1
1 1

St t f h g a g h gh h h h
t l h f f f

α
α αα α
α αµ α

ρ α α

− − −
− −

 
   ∂  = ∆ + −    ∂ − −    

 

.        (11) 

Введём следующие обозначения: 

 

1
2 2 21 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 22 2 2
0 0 0 0

, , , .
(1 ) (1 ) 1

St t f h g t a g h gc c c
l h f h f

α
α αµ α αβ

ρ α α α

− −   
= = = =   − − −   

 

С учетом наших обозначений, опуская знак черты, уравнение (11) запишется в 
следующем безразмерном виде: 

2
1

0 1 22 .h c h c h c h
t

β β −∂
= ∆ + −

∂
                                            (12) 

В дальнейшем, не нарушая общности, мы будем рассматривать уравнение (12) 
в некоторой фиксированной области Ω  с границей ∂Ω  и полагать 0 1c = . Вместе с 
(12) рассмотрим следующие граничное и начальные условия: 

( ) ( )0 0 0 10, , ,t t th h h x h h x∂Ω = == = =                                       (13) 

где 0 ( )h x  - некоторая начальная геометрия горного массива, а 1( )h x  - его начальная 
скорость изменения.   
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Замечание. Если 1 20, 0c c= >  и 1β ≥ , то глобально (по времени) 
ограниченное решение задачи (12)-(13) существует и единственно (см. [4]). 
Отметим, что уравнение такого вида возникает в релятивистской квантовой 
механике (см., например, [5]). Если 1 0c >  и 1β > , то глобально (по времени)  
ограниченное решение задачи (12)-(13)  не существует, но может существовать 
решение вплоть до некоторого момента времени *T , который зависит от начальной 
энергии горного массива. 
 

Далее, исследуем поведение градиента решения задачи (12)-(13) в зависимости 
от  упругой энергии системы: 

22 221( ( )) : ,
2elast t

cE h t h h h dxβ

β
 

= + ∇ + 
 
∫  

которая не учитывает влияние внешних сил. Отдельно рассмотрим два случая: 
0 1β< ≤  и 1.β >  Умножим уравнение (12) на th  и проинтегрируем его по области 
Ω . В результате получим: 
 

( )22 2 22 1
1

21 .
2 2t t t

c cd h h h dx c h h h h dx
dt

β β β

β
 

+ ∇ + = ≤ + 
 
∫ ∫ ∫                    (14) 

Если 0 1β< ≤ , то из (14), используя теорему вложения Соболева 

( ) ( )
0

1
2W LγΩ ⊂ Ω  ( 0)γ >   (см. [8]), а именно, оценку  

( ) ( )20 ,
L L

h C hγ Ω Ω
≤ ∇                                                      (15)  

где 0C  - некоторая положительная постоянная, мы устанавливаем: 

( )2
1 1 1 0( ( )) ( ( )), 1 ,elast elast

d E h t d E h t d c C
dt

β≤ = +  

откуда находим, что 
1( ( )) ( (0)).d t

elast elastE h t e E h≤                                              (16) 
Следовательно, градиент смещения ведёт себя следующим образом: 

1
2 2 ( (0))d t

elasth dx e E h∇ ≤∫  

в любой момент времени 0t > .  
Если 1β > , то из (14), с учетом неравенства (15), получаем: 

( )1 2
2 2 1 0( ( )) ( ( )), 2 1 ,elast elast

d E h t d E h t d c C
dt

β β β−≤ = +  

откуда находим следующую оценку: 
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( )
1

1 1
2

( (0))( ( )) ,
1 ( 1) ( (0))

elast
elast

elast

E hE h t
d E h tβ ββ − −

≤
− −

                                 (17) 

которая остается справедливой вплоть до некоторого момента времени  

( )
*

1
2

1
1 ( (0))elast

T
d E hββ −=

−
,                                              (18) 

а при *t T→  она разрушается. Таким образом, (17) дает нам оценку сверху для 
поведения градиента смещения, т.е. 

( )
2 *

1
1 1

2

2 ( (0)) для всех 0 .
1 ( 1) ( (0))

elast

elast

E hh dx t T
d E h tβ ββ − −

∇ ≤ < <
− −

∫  

Причем, при *t T→  горный массив может претерпевать существенные 
тектонические нарушения. 

Как следствие вышеизложенных рассуждений можно заключить, что для 
упругой энергии ( ( ))elastE h t , которая не учитывает влияние внешних сил, закон 
сохранения энергии нарушается. 

 
3. ПОСТРОЕНИЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ ДИАГРАММЫ  

 
В этом разделе мы будем рассматривать   полную энергию открытой системы: 

22 11 22 21( ( )) : ,
2 1t

c cE h t h h h h dxβ β

β β
+ 

= + ∇ − + + 
∫  

которая в отличие от ( ( ))elastE h t  сохраняет энергетический баланс. Умножим 
уравнение (12) на th  и проинтегрируем его по области Ω . В результате получим: 
 

( )22 11 21
2 1t

c cd d dh h dx h dx h dx
dt dt dt

β β

β β
++ ∇ = −

+∫ ∫ ∫ ,  

откуда находим, что 
22 11 22 21 0 ( ( )) 0.

2 1t
c cd dh h h h dx E h t

dt dt
β β

β β
+ 

+ ∇ − + = ⇔ = + 
∫  

 
Таким образом, после интегрирования по времени, мы получаем закон 

сохранения полной энергия системы, т.е. 
( ( )) ( (0)),E h t E h=                                                      (19) 

где, с учетом (13), 
22 11 2

1 0 0 0
2 21( (0)) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2 1
c cE h h x h x h x h x dxβ β

β β
+ 

= + ∇ − + + 
∫              (20) 
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Из теории бинарных систем, хорошо известно, что знак начальной энергии 
системы существенно влияет на ее поведение, например, если начальная энергия 
отрицательна, то это приводит к фазовому переходу. Применительно к нашей 
ситуации, это означает следующее: если ( (0)) 0E h < , то в системе, при 
определенных значениях параметров, возможен быстрый рост градиента амплитуды 
инверсионного подъема.  

Как было показано в предыдущем разделе, случай 0 1β< ≤  и 1β >  
существенно отличаются. Для 0 1β< ≤  была показана ограниченность градиента 
смещения на любом фиксированном временном интервале, а для 1β >  была 
установлена ограниченность этого градиента только до некоторого момента 
времени *T  (см. (18)). Ниже, мы расширим результаты предыдущего анализа, 
принимая во внимание закон сохранения полной энергии системы (19), и проведем 
более детальную классификацию возможного поведения градиента смещения. 

Итак, из (19), применяя (15), мы находим, что 

( )

( )

22 11 2

11
21 21 01

1 ( (0))
2 1

( (0)) ( (0)).
1 1

t
c ch h dx h h dx E h

c Cc h dx E h h dx E h

β β

ββ
β

β β

β β

+

++
+

 
+ ∇ = − + ≤ + 

≤ + ≤ ∇ +
+ +

∫ ∫

∫ ∫
 

Отсюда, мы получаем следующее неравенство для градиента: 

( )
11

2 221 0
1

1 0

1 ( (0)).
1 2

c C h dx h dx E h
c C

ββ

β

β
β

−+

+

 +
− ∇ ∇ ≤  +  
∫ ∫                     (21) 

В начале, проанализируем оценку (21) для случая 0 1β< < . В зависимости от 
значений начальной энергии  возможны пять различных ситуаций: 

1) если 

2
1 1

* 1 0(1 )( )( (0)) 0
2( 1)

c CE h E
β ββ

β

+ −−
< = − <

+
, то неравенство (21) не 

выполняется, а следовательно не существует универсальной (независящей от 
времени) оценки градиента решения; 

2) если *( (0))E h E= , то градиент решения в точности равен 
2

2 1 1
1 0( )h dx c C β β+ −∇ =∫  в любой момент времени 0t > ; 

3) если * ( (0)) 0E E h< < , то градиент решения имеет двухстороннюю оценку 
при любом 0t > , а именно, 

2
1 2a h dx a≤ ∇ ≤∫ , 
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где постоянные 

2
1 1

1 0
1 2

20
1

c Ca a
β β

β

+ − 
< < <  + 

зависят от значения начальной 

энергии ))0((hE ; 
4) если ( (0)) 0E h = , то имеет место оценка градиента решения сверху 

2
1 12 1 02

1
c Ch dx

β β

β

+ − 
∇ ≤  + 
∫  при любом 0t > ; 

5) если ( (0)) 0E h > , то градиент решения ограничен сверху 
2

3,h dx a∇ ≤∫  

при любом 0t > , и постоянная 

2
1 1

1 0
3

2
1

c Ca
β β

β

+ − 
>  + 

 зависит от ( (0))E h .  

Таким образом, в случае 0 1β< <  и *( (0))E h E≥ , мы получим, что градиент 

всегда ограничен сверху, а в силу теоремы вложения Соболева ( ) ( )Ω⊂Ω CW
0

1
2  (см. 

[8]), и амплитуда тоже, т.е. 
| | .h C≤ < ∞  
Теперь проанализируем оценку (21)  в случае 1β > . В зависимости от 

значений начальной энергии  возможны три ситуации: 
1) если 0))0(( >hE , то градиент решения в любой момент времени 0t >  не 

имеет универсальной оценки сверху; 
2) если ( (0)) 0E h = , то градиент решения ограничен снизу 

2
12

1
1 0

1
2

h dx
c C

β

β

β −

+

 +
∇ ≥  

 
∫  при любом 0t > ; 

3) если ( (0)) 0E h < , то градиент решения имеет оценку снизу 2
4h dx a∇ ≥∫  

при любом 0t > , где постоянная 

2
1

4 1
1 0

1
2

a
c C

β

β

β −

+

 +
>  
 

зависит от ( (0))E h . 

Итак, в случае  1β >  и ( (0)) 0E h ≤ , мы получим, что градиент всегда 
ограничен снизу, т.е. 

2 0.h dx C∇ ≥ >∫   

Осталось рассмотреть случай, когда 1β = . Из оценки (21)  мы получим, что    
2 ( (0))h dx E hχ ∇ ≤∫ , 

где 
12

1 1
01

+
−=

+

β
χ

βCc
. Отсюда, в свою очередь, мы устанавливаем, что 
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1) если 0>χ  и 0))0(( <hE , то 2h dx∇∫ не имеет универсальной верхней 
оценки; 

2) если 0>χ  и 0))0(( =hE , то ∫ =∇ 02 dxh , откуда следует, что 

consth= , 

3) если 0>χ  и ( (0)) 0E h > , то 2
1

1 0

2( 1) ( (0))
1 2

h dx E h
c C β

β
β +

+
∇ ≤

+ −∫ ; 

4) если 0<χ  и ( (0)) 0E h < , то
2

1
1 0

2( 1) ( (0))
2 1

h dx E h
c C β

β
β+

+
∇ ≥ −

− −∫ ; 

5) если 0<χ  и ( (0)) 0E h ≥ , то 2h dx∇∫  не имеет универсальной верхней 
оценки.  

Представим, полученные в разделах 2 и 3, результаты в виде сводной таблицы:  
 

Таблица 1. 
))0((hE  2h dx∇∫  

0 1β< <  
*( (0)) 0E h E< <  Квалифицированная оценка сверху на любом 

фиксированном временном интервале 
*( (0))E h E=  

ββ −+= 1
2

1
01 )( Cc  

* ( (0)) 0E E h< <  Универсальная двухсторонняя оценка сверху и 
снизу 

0))0(( ≥hE  Универсальная оценка сверху 
1β >  

0))0(( >hE  Квалифицированная оценка сверху локальная по 
времени 

0))0(( ≤hE  Универсальная оценка снизу и оценка сверху 
локальная по времени 

1β =  
0χ > , 0))0(( <hE  Квалифицированная оценка сверху на любом 

фиксированном временном интервале 
0χ > , 0))0(( =hE  = 0 
0χ > , ( (0)) 0E h >  Универсальная оценка сверху 
0χ < , ( (0)) 0E h <  Универсальная оценка снизу и 

квалифицированная оценка сверху на любом 
фиксированном временном интервале 

0χ < , ( (0)) 0E h ≥  Квалифицированная оценка сверху на любом 
фиксированном временном интервале 
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ВЫВОДЫ 
 
Рассмотренную математическую модель горного массива можно считать 

универсальной. При задании соответствующих геометрических параметров и 
краевых условий, эту данную модель можно использовать при исследованиях 
динамики горных массивов в любой области земного шара.  

Хорошо известно, что тензор деформаций H  и тензор напряжений P  линейно 
связаны друг с другом законом Гука: 

2P I Hλθ µ= +  

где λ и µ  параметры Ламе, θ  - изменение объема, I  – единичная матрица. В 

ситуации когда объем не изменяется ( 0θ = ),  мы получим  более простую связь 
между H  и P , а именно, HP µ2= . Таким образом, определяя поведение 

градиента вертикального смещения (который связан с тензором деформаций H ) мы 
тем самым определяем поведение соответствующих напряжений в горном массиве. 
Найденная зависимость между значением начальной энергии системы и поведением 
градиента вертикального смещения (см. Таблица 1), а как следствие и самого 
вертикального смещения, позволяет получать информацию о поведении 
напряжений внутри горного массива.  
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The mathematical model describing behaviour of a hills at influence on it of mass forces is offered. Conditions 
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